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Segnali a energia e potenza finita

Tempo continuo

+oo
Energia (1.1) E= / |x(T)| dt
Ioo 4+T/2 ,
Potenza(segnale non period.) (1.2)  lim —/ |x(t)|” dt
T—oo T T/2
1 T0/2 9
Potenza(segnale period.) (1.3) = —/ |x(t)|” dt
To J-my )2
Tempo discreto
o0
Energia (14) E= Z ENE
n=-—oo X N
. o 2
Potenza(segnale non period.) (1.5) P= nh_}rr;o SN T 1 n;N|xn|
1 Nl
. 2
Potenza(segnale period.) (1.6) P= A nz_% ||
Proprieta’ dell’impulso discreto
Impulso centrato nell’origine
(115) > andy = 0 (1.14)  zndy = zody,
Impulso traslato
(1.16) Z Tnlp—ng = T, (1.17)  zpdp—ng = Tngdn—n,

Scomposizione sequenze

o0
Una qualsiasi sequenza puo’ essere scritta come somma di ~ (1.18) z, = Z Tmdp—m
impulsi discreti traslati e pesati m—00

+oo
Un generico segnale puo’ essere rappresentato come (1.28) xz(t) = / x(7) - 0(t — 7)dr
somma integrale di impulsi ritardati e pesati —o0

Prodotto segnale-impulso

) _ o1 t
Impulso centrato nell’origine (1.24) x(t)-4(t) —tx(t) . %1310 T rect(f
= Thin>0 x(0) = rect(T) = z(0) - 0(¢)
Impulso traslato (1.27)  x(t) - 6(t — to) = x(to) - 6(t — to)
Proprieta’ di scalatura
. . 1 at 1
Per impulsi (1.40) d(at) = %1310 T rect(?) = mé(t)



Sistemi lineari tempo invarianti

Uscita per sistemi discreti

Come conseguenza dell’equazione (1.18)

In forma compatta

(2.3) yn =T[z,] = F[ i xk5n—k‘| =

k=—oc0
= Z xkr[(sn_k]: Z Tphn_k
k=—o00 k=—o00

(24) yn=zpxhy,

Uscita per sistemi continui

Come conseguenza dell’equazione (1.28)

In forma compatta

Proprieta’ dell’operatore convoluzione

Sia per segnali continui che per segnali discreti

Commutativa
Distributiva
Associativa

Convoluzione con impulsi

Tempo continuo (da par 2.3 pag 38)
Tempo discreto (da par 2.3 pag 38)

Trasformata di Fourier

y(t) = (t) % AS(t — to) = Aw(t — to)
Yn = Tp * A(Snfno = Axnfno

Tempo continuo

Trasformata

Antitrasformata

(3.3) X(1) = / T ) ey

(3.5) J;(t):/ X(f) el St g

Tempo discreto

Trasformata

Antitrasformata

Trasformata normalizzata

Antitrasformata normalizzata

(3.22) X(f) = i xpe”d2mInT

n=—oo

1/(21) ,
(3.23) =z, = T/ X (f)ed?minT qf
-1/(27)

(3.24) X(¢) = i L,eImon

n=—oo

1/2 )
(3.25) z, = / X (p)ed? ™" dgp

—1/2



Proprieta’ delle trasformate (tempo continuo)

Par. Proprieta’ Tempo Frequenza
(3.3.1)  Linearita’ ax(t) + by(t) aX(f)+bY(f)
(3.3.2)  Complesso coniugato x*(t) X*(=)
Simmetria Se z(t) € reale X(=H=X"(f)
Re{X(f)} = Re{X(-[)}
Im{X(f)} = —Im{X(-f)}
(X () =X (=1
ZX(f) = 2X(~f)
se x(t) e’ reale e pari X(f) € reale e pari
se z(t) e’ reale e dispari X(f) ¢ immaginaria e dispari
(3.3.3)  Scalatura x(at) con a reale ﬁ (g)
(3.3.4)  Valori nell’origine x(0) /°° X(f)df
/ T st X(0)
(335)  Dualit’ 0 xn
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, XO o EED
(3.3.6)  Traslazione x(t —to) X (f)e-i2m/to
x(t)e 2ot z(f = fo)
((B87)  Comolwzione . w0l XYW
(3.3.8)  Modulazione z(t)y(t) X(f)*Y(f)
(3.3.9)  Derivazione da;lit) j2rfX(f)
"""""""""""""""""""" o
(3.3.10) Integrazione / z(7)dr 2T (f)+ iX(O)é(f)
(3.3.11) Relazione di Parseval /OO |z (t)|dt /00 | X (f)]df
Funzione di autocorrelazione /OO x*(t)x(t 4+ 7)dt = Ry (T) | X (f)]df
Trasformate notevoli (tempo continuo)
Segnale Tempo Frequenza
+o00
Tmpulso x(t) = 4(t) X(f)= / S(t)e 2™ Tdr = 1
Rettangolo z(t) = rect (;) X(f)= sin;;Tf =T - sinc(f)
Seno cardinale x(t) = sin:tBt X(f)= rect(é)
Seno (1) = sin 2 fot X(F)=La(r+ 1) - Lots - o)
Coseno (1) = cos2n ot X(f) = 38(7 — fo) + 30(7 + fo)
Esponenziale (¢ > 0) z(t) = e u(t) X(f)=(a+j2nf)?
Gaussiano x(t) = et/ X(f)= \U|e_7”72f2



Proprieta’ delle trasformate (tempo discreto)

Par. Proprieta’ Tempo Frequenza Frequenza normalizzata
(3.5) Simmetria  Se x,e'reale X(=f)=X*(f) X(—¢) = X*(9)
Re{X(f)} = Re{X(=f)} Re{X(¢)} = Re{X(—¢)}
Im{X(f)} = =Im{X(=f)} Im{X(¢)} = —Im{X(-¢)}
X ()] =1X(=/) (X ()] = |X(=¢)|
LX(f) =—£X(=]) LX(f) = —£X(=9)
Complesso X*(—9) X*(—9)
coniugato
Linearita’ axy, + byn, aX(f)+bY(f) aX (@) +bY (¢)
”””””””””””””””””””””””” ver a2
(3.5.1) Valori Zo T/ X(f)df X(¢)do
nell’origine —1/(21) —-1/2
(352) Traslazione #n_n, X(fje 2t X(p)e 2T
xnejQWfoTn = xneﬂﬂ%Tn X(f - fO) X(¢ - ¢70)

(3.5.3) Convoluzione z, * y, X(HY(f) X(@)Y(¢)
”””””””””””””””””””””””” ver e
(3.5.4) Modulazione .y, T / XOY(f—0)do) T / X(0)Y (6 — 0)d(6)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, TyVen T

o0 1/(27) 1/2

3.5.5) Relazi nl? T X(f)df T X (¢)|*do
(355) Relwione 3 [ [ o X /X

Autocorrela- > a2y 1k = Re[k] X ()7 1X(¢)]?

zione n=—00
Trasformate notevoli (tempo discreto)
Segnale Tempo Frequenza

+oo

Impulso T, =d, X(¢p) = Z Xy e I =

Esponenziale (t > 0)

oo

X(¢) = Za" LeTImen — i(a . e_ﬂw)n

0

0



Campionamento nei tempi

Campionamento ideale

Trasformata del campionamento ideale

Campionamento di segnali reali

Tr. Fourier normalizzata e segnale campionato

Calcolo dell’energia e della potenza

oo

(A1) zo(t)= Y a(nT)i(t —nT) =

n=—oo

=a(t) Y 6(t—nT)

n=—oo

(45) XN =Xk 3 s(s-%)=
(Y

k=—o00
4.7 !
( . ) fmaw < oT
Se la condizione rispettata la trasformata di x(t) si
ottiene da quella del segnale campionato x.(t) elim-
inando tutte le repliche spettrali tranne quella in
banda base (—fs/2 — fs/2)

(4'16) X(¢) = Xc(¢/T) = Xc(¢ : fs)

Nel passaggio dalla trasformata alla trasformata
normalizzata, se sono presenti impulsi essi risultano
scalati per l'inverso della frequenza di campiona-
mento (se il passaggio fosse 'opposto moltiplicherei)

Segnali a energia finita

Legame fra energia segnale-sequenza associata

Segnali a potenza finita

Legame fra potenza segnale-sequenza di un periodo

Campionamento in frequenza

Data trasf S(f) e passo F =1/t

Trasformata campionata

Antitrasformata

Criterio di campionamento

(par. 4.6) Se(f)= > S(kF)3(f —kF) =

k=—o00
- k
=5t 3 (f - t)
(par. 4.6) s.(t) =ts Z s(t — kts)
k=—o00

1
4.21) t,, < — =t
(4.21) <p=ts

con t,, durata del segnale



Trasformata discreta di Fourier

Trasformata discreta di Fourier

N-1
(5.1) Xi= Z xne*j%%ﬂ calcolata per 0 < k< N —1
n=0
Trasformata discreta di Fourier inversa
1= ok
(5.2) x, = i Z Xpe 127N calcolata per 0 <n < N —1
k=0

Proprieta’ della trasformata discreta di Fourier

Par. Proprieta’ Sequenza DFT
(5.3.1) Linearita’ az, + by, aX, +bY,
(5.3.2) Simmetria . X*, circolare
x*,, circolare X7
L Nl
(5.3.3)  Valori iniziali xg N Z X
k=0
N-1
> @ Xo
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
(5.3.4) Traslazione circolare Tn—m X e 92mmk/N
T e]27rnp/N anp
””””””””””””””””””” N—1 T
(5.3.5)  Convoluzione circolare Z Tm Yn—m circolare X Y
m=0
””””””””””””””””””””””””””””””””””” 1N71
5.3.6) Modulazione Tn Yn — X Yi—m circolare
N
m=0
”””””””””””””””””” N;i””’””’”””””””i’NLi””’”””””
. . 2 2
(5.3.7) Relazione di Parseval Z |5 | i | X k|
n=0 k=0
Autocorrelazione circolare di una sequanza Cross-correlazione circolare di sequenze
L Nl | N-1
2 i2Tm * i2Tm
(par. 5.3.8) Rg[m|= )i Z|Xk| - gl Zmmk/N (par. 5.3.9) Rzylm] = )i Z XYy - ed2mmk/N
k=0 k=0
Segnale Sequenza DFT
N-1
Impulso Ty, = 0y X, = Z 8, - e IZTR/N
n=0
Impulso ritardato Ty = On—p X, = e I2mPk/N
N-1
Costante di N campioni T, =1 X = Z 1. J2mnk/N=Noj
n=0
N-1
Esponenziale complesso x, = eI2mon X, = Z e I2mn(k=N¢)/N
n=0



Parametri di processi casuali

Valor medio

Valor medio temporale
Valore quadratico medio
Valore atteso di una funzione

Varianza

Funzione di autocorrelazione

Autocorrelazione per z(t1) e z(t2) indipendenti
Autocorrelazione temporale

Funzione di autocovarianza

Autocovarianza per z(t1) e x(t2) indipendenti

Coefficiente di correlazione

Parametri di processi casuali stazionari

(par. 6.2.1) my(t) = Elz] = / apz, (a)da

1 [T/2
= lim — t)dt
o= [ @

(par. 6.2.1) E{uﬂ /O;|a|2pzt(a)da
(par. 6.2.1) Elg(x)] = / ” y(@)a(a) da

(par. 6.2.1) o2(t) = E[a:t —mm(t)|2] =
- E[W] a0
(par. 6.3.1) Ra(ty,ta) = E[a*(ty) - 2(t2)] =

/ / 0" bPa(ts)o(ta) (@, b)da db
(par. 6.3.1) Ru(tr,t2) = Elw(tr)] - E[e* (t2)]

1 [T/2
R.(r) = lim = / T/Q:c(t—l—T)x*(t) dt

(par. 6.3.2) Cy(ti,t2) = Ry(t1,t2) —my(t1)mg(t2)

(par. 6.3.2) Cy(t1,t2) =0

(63) pulty,t) = —xlnt)

2 2
Ta(tr) " Oa(ta)

Parametri ora indipendenti dal tempo

Funzione di autocorrelazione

Simmetria compl. coniug. dell’autocorrelazione
Picco di autocorrelazione
Funzione di cross-correlazione

Funzione covarianza

Funzione di autocovarianza

Autocovarianza in 0

Coefficiente di correlazione

Relazioni tra variabili temporali e di insieme

Predizione

oi, My
(6.7) Ry(t,t+7) = Ry(r) = E[z*(t) - x(t + 7)]

/ | @ bpatyaten o Didats
(par. 6.4.1) Ry(r) = Ry (—71)
(par. 6.4.1) R.(0) > |Ry(7)]
(par. 6.4.4) Ruy(7) = E[y*(t) - z(t+71)]
(par. 6.4.4) Cuy(T) = Rey(T) — mymy,
(par. 6.4.1) Cyu(7) = Ry(7) — [my|?
(par. 6.4.1) Cu(1)| =02

7=0

(par. 6.4.1) pz(7) = CZ(;—)

Predizione lineare (ottima per processi gaussiani)



Processi casuali gaussiani

Densita’ di probabilita’ gaussiana

Densita’ di probabilita’ congiunta

In caso di incorrelazione

Densita’ di probabilita’ condizionata

Processi casuali ergodici

(par. 6.4.3) pyu)(a) =

Nz
(par. 6.4.3)  Pay(tria()(a,b) =

1 _a?4b2—2p4 (1) ab
ce 202(=p2(r)

2mo3 /1 — p2(7T)

(par. 6.4.3)  Day(t4r),2(t)(@,0) = Do(ttr)(@) Po(r)(b)

Px(t+7) z(t) (a? b)
par. 6.4.3) Dritrrzm) (b)) = —————L =
( ) (t+71)| (t)( ) pa?(t)(a)

1 (b—ap)?

e, 6_ 202 (1-p%)
2 2
2’”0’1(1 - pz)

Processi ergodici per la media

Processi ergodici per I’autocorrelazione

Densita’ spettrale di potenza

(par. 6.5.1) my = iy
(par. 6.5.1) R,(7)=R,(7)

Tempo continuo

Densita’ spettrale di potenza
Autocorrelazione da densita’ spettrale

Potenza di un processo casuale

Tempo discreto

Densita’ spettrale di potenza

Densita’ spettrale tempo discreto

Autocorrelazione da densita’ spettrale
Autocorrelazione da densita’ spettrale TD

Potenza media di un processo casuale

Processi casuali bianchi

(par 6.6.2) Sp(¢) = > Ry[m]e />
(par 6.6.2) S.(f) = Z Ry (mT) e=32mfmT

1
(par. 6.6.2) Ry[m]= / S, (¢) 72O d
’ 1/2T

(par 6.6.2) R,(mT)= T/_l/QT S.(f) g2 fmT df

(par. 6.6.2) E[z}] = R,[0] = /0 S.(¢) de

Tempo continuo
Autocovarianza impulsiva
Autocorrelazione
Densita’ spettrale

Potenza processo bianco ideale

(par. 6.6.1) Cy(1) = kdé(r)
(par. 6.6.1) Ry(r) = kd(7) + |ma|®
(par. 6.6.1) Sy(f) =k + [ma|*5(f)



Tempo discreto

Autocovarianza impulsiva (par. 6.6.2) Cy[m] = kbn,
Autocorrelazione (par. 6.6.2) Ry[m] = kb + |ma|*
Densita’ spettrale (par. 6.6.2) Sy(¢) =k + |my|* 6(4)
1
Potenza processo bianco ideale (par. 6.6.2) P = R,[0] = / S.(¢) dop = k4 |mg|?
0
Processi casuali bianchi in banda bilatera W
Tempo continuo
inTW
Autocorrelazione (par. 6.6.1) R,(7)=k MnTT Img|”
T
Potenza (par. 6.6.1) P = R,(0) = kW + |my]|?
Varianza (par. 6.6.1) 02 = C,(0) = kW
1 _ a?
White gaussian noise ar. 6.6.1 a) = e 2%
g (p ) pala) o
2
Densita’ spettrale White gaussian noise (par. 6.6.1) S,(f) = U—V;
o2 sintWr
Autocovarianza White gaussian noise (par. 6.6.1) C,(7) = Ry(7) = W"” —_—
T
Cross-spettro
Cross-spettro (par 6.6.4) Sy (f) = / Ry () e 27 dr
Cross-correlazione da cross-spettro (par. 6.6.4) Ruy(r) = Sy (f) 2™ df
Relazione per processi reali (par. 6.6.4) Sy (f) = Sya(—f) = S, (f)

Processi casuali attraverso sistemi LTI

e (par 6.7.3) Se la densita’ di probabilita’ del processo in ingresso ad un sistema LTI e’ gaussiana, anche l'uscita
sara’ gaussiana, qualsiasi sia la risposta all’impulso del sistema.

o (par 6.7.3) Se la durata della risposta all’impulso del sistema LTI e’ molto maggiore del tempo di decorrelazione
del processo in ingresso, la densita’ di probabilita’ dell’uscita tendera’ a diventare gaussiana.

Tempo continuo

Valor medio dell’uscita (par. 6.7.2) my, =m, /00 h(t)dt = m, H(0)
Autocorrelazione dell’uscita (par. 6.7.2) Ry(7) = Ry(7) * h(1) * h*(—7)
Densita’ spettrale (par. 6.7.2)  S,(f) = S.(f) - |H(/)]
Cross-correlazione uscita ingresso (par. 6.7.2) Ry,(7) = Ry(71) * h(7)

(par. 6.7.2) Ry, (7) = Ry(7) * h*(T)
Cross-spettro (par. 6.7.2) Sy.(f) = Sz(f)H(f)

(par. 6.7.2)  Suy(f) = s2(f)H(=f)



Tempo discreto

Valor medio dell’uscita
Autocorrelazione dell’uscita
Densita’ spettrale
Cross-correlazione uscita ingresso

Cross-correlazione con ingr. rumore bianco

par.

par.
6.2

(
(6.23)
(
(

6.7.1) Ely,] = m, H(0)
Ry[m] = Ry[m] * hy,, x h*,,

6.7.1) S,(9) = Sa(¢) - |H(9)I’
R,[m] = Ry[m] * huy,

a valor medio nullo (par. 6.7.1) Ry;[m] = Ad,, * hy, = Ahy,
Codifica di segnali numerici
Errore di quantizzazione delle ampiezze (par. 7.1) e4[n] = z[n] — z4[n]
Escursione massima del segnale da quantizzare 2V
Numero dei livelli di quantizzazione M
2
Intervallo di quantizzazione (par. 7.1) A= MV
Media dell’errore di quantizzazione (par. 7.1) El[e4n]] =0
A2 V2
Varianza dell’errore di quantizzazione (par. 7.1) agq T2 =3 P,
Bit necessari per codifica binaria (par. 7.1) =loga M
V2
Potenza dell’errore di quantizzazione (7.1)  (Peq),p = 10log10 (?) — 6K
Py
Rapporto segnale-rumore (par. 7.1) (SN Ry),, = (P ) =6K
eq’/ dB
Bit rate medio (par. 7.2) F [bit-rate] = f; Z P, K;
Entropia della sorgente
M
Sorgente senza memoria (7.3) H= Z —P;logs (P;) bit/simbolo
i=1
Sorgente senza memoria con simboli equiprobabili (7.4) H =loga M Dbit/simbolo

10



Appendice di analisi

Trigonometria

sin?A + cos?A =1

cos(A £ B) = cosAcosB F sinAsinB
s5in2A = 2sinAcosA

tan2A = 2and

sin(A £ B) = sinAcosB + cosAsinB

__ tanAZ4tanB
tan(A + B) - 1$tanAtanB

c0s2A = cos® A — sin’A

A 1—cosA
sing = +4/ ==

1—tan?A

cosf =,/ Lig tand = ity
sin?A =1 — 50052A cos*A = 1 + Lcos2A
sinA + smB = 2sini (A + B)cos%(A B) sinA — sinB = 2608%(14 + B)sm%(A B)
cosA 4 cosB = 2cos3 (A + B)cos;(A — B) cosA — cosB = 2sing (A + B)sing (B — A)
sinA sinB = %{cos(A B) — cos(A+ B)} cosAcosB = 3{cos(A — B) + cos(A + B)}
sinAcosB = ;{sin(A — B) + sin(A + B)}
Derivate
gz (w) = ugg + Go £ (3) = 2lda/delatdojde)
Chain rule: 3% = —'ud—z d sinu = cosu gg
4 cosu = —sinu It d(i tanu = —sec2u%

sin~lu= 24 (-7 <gin~ly<T) L cos™ u = L (0 <cos™tu<m)
d; @d dz’ 2 2 df J Vi—u2 dz’
mtanT u= 75 G, (=5 <tantu < %) et =et g
Liny=14du L logau —loi”e duq 0,1
Integrali

Integrazione per parti: /udv =uv — /vdu

du _ In|ul

au
Ina’

cosudu = sinu

IS
<

U

<

a>0,a#1

VA
.
S
[\
<
U
<
|

sin 2u
4

(u — sinucosu)

(SIS
N[—=

[ V)

sin 2u
4

= =%ln(i52)
du
Vu?Z + a?

e sinbr dr =

1 (u+ sinucosu)

(@)

)

Qu Va)
S g
N

S

Il

SIS

+

1

I
)
\

=In(u+ Vu? +a?)

e?(a sin br—b cos bx)

L L L

9]
IS
QU
<
I
)
e

sinudu = —cosu
tanudu = —Ilncosu

tan?udu = tanu — u

du
2 2 _%tanil m
o
U .
=sin~ 1Y
a

= In(u+ Vu? —a?)

e?®(a cos bx—b sin bx)

e*cosbr dr =

e e e e e
:1\3
g
QL\’)

a2+b2 a2+b2
. ; . . 2
T sinax dy ==75% — LT x?sin ax dx :i—gsmaaﬁ + (a% — z;)cosaaz
82712 azx dz :% _ smA,LQanc T cos ax dr :coszaar 4 Tsinaz
a a a
2 X .
z2cos ax dx :2”2”003 ax + (% — f—s)sm ax cos*ax dx =3+ %
tan’ax dx =199z _ 4 e dr =%—(z — 1)
a a a
2
Inzdr=zlnz —zx zinzdr = %-(Inz — 1)
Serie
oo
2, aMt—glett X 1
E f'=— a#1 Eazi, la| <1
1—a 1
k=N, k=0
o0 n 1
a 1 n+
E kak:ﬁ7 |a‘<1 ak: 1 5 a?él
—a —a
k=0 k=0

1—(n+1)a"™ +na™t1}
(1-a)?

Y ka* = al

11



Appendice di probabilita’

Frequenza di un evento a

Probabilita’ frequentista

Probabilita’ dell’unione

Probabilita’ dell’'unione (eventi qualsiasi)

Probabilita’ condizionata
Probabilita’ composta

Teorema di Bayes

Probabilita’ totali

Densita’ di probabilita’ p,

Densita’ di probabilita’ congiunta
Legame tra ddp congiunta e condizionata

Funzione di distribuzione

Densita’ di probabilita’
Densita’ di probabilita’ congiunta (2 var.)

Distribuzioni marginali a partire dalla densita’ congiunta

Funzione di distribuzione, valori agli estremi

Non negativita’ della densita’ di probabilita’

Integrale unitario

Relazione tra FDD e DDP

Indipendenza nella probabilita’ congiunta

N,
Frel - W
Pla) = lim 7

P(ayUagU...a,) = Z P(a;)— Z P(a;, Nay,) ...
+(=1 > Pla, Na, N--Nag) + .
+ (=) Pla; N a; N---Nay)
_ P(anb)
P(anb) = P(a)P(b|a) = P(b)P(a|b)
Plalb) = P(b|a)P(a)

P(b)

az

px(a)da

P(ay <x§a2):/

a
Pla <z <a+da, b<y<btap)
da-q4p

Pay(a,b) =
Pzxy (a, b) = py/z:a(b) * Pz (a)

Fy(a) = P(x <a)
Pla < z < a+da)

li (a) =
dalgop”(a) da

Pla < x < a+da,b <y < btgp)
pmy(a,b) =

da dB

DPay (a, b) = py(b) Px (a)

Per un ripasso delle formule di probabilita’ si veda anche:
http://home.deib.polimi.it/prati/PwPoint/ProbabilityBasics.pdf
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